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（1）同次変換行列 

座標系(x0, y0, z0 )の軸方向単位ベクトルを次のように表します。 

e⃗ X0 ：x0軸方向単位ベクトル 

e⃗ y0 ：y0軸方向単位ベクトル 

e⃗ z0 ：z0軸方向単位ベクトル 

座標系(x1, y1, z1 )についても同様に表します。 

 

座標系(x0, y0, z0 )を回転してできた座標系(x1, y1, z1 )は次のように表されます。 

(e⃗ X1 , e⃗ y1 , e⃗ z1) = (e⃗ X0 , e⃗ y0 , e⃗ z0) ∙ D1
0 ：座標系の回転･・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1) 

D1
0 ：回転行列 

 

座標系(x1, y1, z1 )で表したベクトルを座標系(x0, y0, z0 )から見たベクトルに座標変換するのは、

次のように表されます。 

a⃗ 0 = D1
0 ∙ a⃗ 1 ：ベクトルの座標変換･･････････････････････････････････････････････････(2) 

a⃗ 0 ：座標系(x0, y0, z0 )で表したベクトル 

a⃗ 1 ：座標系(x1, y1, z1 )で表したベクトル 

また、座標系(x0, y0, z0 )から(x1, y1, z1 )への座標系の回転と同じ回転をベクトルに与える場合は、

次のように表されます。回転後のベクトルも座標系(x0, y0, z0 )で表したベクトルです。 

b⃗ 0 = D1
0 ∙ a⃗ 0 ：ベクトルの回転･･････････････････････････････････････････････････････(3) 

a⃗ 0 ：座標系(x0, y0, z0 )で表したベクトル 

b⃗ 0 ：座標系(x0, y0, z0 )で表した回転後のベクトル 

 

座標系(x1, y1, z1 )で表したベクトル（座標点）は、座標系(x0, y0, z0 )から見ると原点の平行移動

量を加えたのち、座標変換して表されます。 

(

x0
y0
z0
) = D1

0 ∙ {(

x1
y1
z1
) + (

Lx1
Ly1
Lz1

)} = D1
0 ∙ (

x1
y1
z1
) + D1

0 ∙ (

Lx1
Ly1
Lz1

)･･･････････････････････････(4) 

D1
0 ：回転行列（座標変換行列） 

(

sx1
sy1
sz1

) = D1
0 ∙ (

Lx1
Ly1
Lz1

) ：平行移動量･････････････････････････････････････････････････(5) 

 

これを一つの行列で表したのが同次変換行列で、平行移動の演算が行えるように 4 次元に拡張

します。 

(

x0
y0
z0
1

) = (
{ D1

0 }

sx1
sy1
sz1

0 0 0 1

) ∙ (

x1
y1
z1
1

) = T1
0 ∙ (

x1
y1
z1
1

)･････････････････････････････････････(6) 

T1
0 = (

{ D1
0 }

sx1
sy1
sz1

0 0 0 1

) ：同次変換行列･･･････････････････････････････････････････(7) 
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(1)-① 

Σ1 のベクトル（座標点）を平行移動したのち座標変換してΣ0 に移す同次変換行列は次のよう

に表されます。 

D1
0 = (

cosθ1 −sinθ1 0
sinθ1 cosθ1 0
0 0 1

) ：Σ1からΣ0への座標変換行列･･････････････････････････(8) 

(

sx1
sy1
sz1

) = D1
0 ∙ (

0
0
L1

) = (
0
0
L1

) ：Σ1の平行移動量 

T1
0 = (

cosθ1
sinθ1
0
0

−sinθ1
cosθ1
0
0

0 0
0 0
 1 L1
0 1

) ：Σ1からΣ0への同次変換行列････････････････････(9) 

 

同様に、 

D2
1 = (

1 0 0
0 cosθ2 −sinθ2
0 sinθ2 cosθ2

) ：Σ2からΣ1への座標変換行列････････････････････････(10) 

(

sx2
sy2
sz2

) = D2
1 ∙ (

0
L2
0
) = (

0
L2cosθ2
L2sinθ2

) ：Σ2の平行移動量 

T2
1 = (

1 0    0       0
0 cosθ2 −sinθ2 L2cosθ2
0
0

sinθ2
0

cosθ2 L2sinθ2
   0       1

) ：Σ2からΣ1への同次変換行列･･････････････(11) 

 

D3
2 = (

1 0 0
0 cosθ3 −sinθ3
0 sinθ3 cosθ3

) ：Σ3からΣ2への座標変換行列････････････････････････(12) 

(

sx3
sy3
sz3

) = D3
2 ∙ (

0
L3
0
) = (

0
L3cosθ3
L3sinθ3

) ：Σ3の平行移動量 

T3
2 = (

1 0    0           0
0 cosθ3 −sinθ3 L3cosθ3
0
0

sinθ3
0

cosθ3 L3sinθ3
   0           1

) ：Σ3からΣ2への同次変換行列･･････････････(13) 

 

ΣE とΣ3は同じなので、 

DE
2 = D3

2 = (
1 0 0
0 cosθ3 −sinθ3
0 sinθ3 cosθ3

) ：ΣEからΣ2への座標変換行列･･････････････････(14) 

TE
2 = T3

2 = (

1 0    0           0
0 cosθ3 −sinθ3 L3cosθ3
0
0

sinθ3
0

cosθ3 L3sinθ3
   0           1

) ：ΣEからΣ2への同次変換行列････････(15) 
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(1)-② 

同次変換行列を用いた座標変換は式(6)に示したように表され、これに順次、次の座標の変換

を適用すると、 

(

x0
y0
z0
1

) = T1
0 ∙ (

x1
y1
z1
1

) 

   = T1
0 ∙ T2

1 ∙ (

x2
y2
z2
1

) 

   = T1
0 ∙ T2

1 ∙ T3
2 ∙ (

x3
y3
z3
1

) 

   = T1
0 ∙ T2

1 ∙ TE
2 ∙ (

x
y
z
1

) 

TE
0 = T1

0 ∙ T2
1 ∙ TE

2･････････････････････････････････････････････････････････････････(16) 

= (

cosθ1
sinθ1
0
0

−sinθ1
cosθ1
0
0

0 0
0 0
 1 L1
0 1

) ∙ (

1 0    0       0
0 cosθ2 −sinθ2 L2cosθ2
0
0

sinθ2
0

cosθ2 L2sinθ2
   0       1

) ∙ (

1 0    0           0
0 cosθ3 −sinθ3 L3cosθ3
0
0

sinθ3
0

cosθ3 L3sinθ3
   0           1

) 

= (

cosθ1
sinθ1
0
0

−sinθ1
cosθ1
0
0

0 0
0 0
 1 L1
0 1

) ∙ (

1 0 0                                           0                                           
0 cos(θ2 + θ3) −sin(θ2 + θ3) L2cosθ2 + L3(cosθ2cosθ3 − sinθ2sinθ3)

0
0

sin(θ2 + θ3)

0
cos(θ2 + θ3)     L2sinθ2 + L3(sinθ2cosθ3 + cosθ2sinθ3)

0                                          1                                          

) 

= (

cosθ1
sinθ1
0
0

−sinθ1
cosθ1
0
0

0 0
0 0
 1 L1
0 1

) ∙ (

1 0 0                                   0                       
0 cos(θ2 + θ3) −sin(θ2 + θ3) L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)

0
0

sin(θ2 + θ3)
0

cos(θ2 + θ3)     L2sinθ2 + L3sin(θ2 + θ3)

0                                    1                       

) 

= (

cosθ1
sinθ1
0
0

−sinθ1cos(θ2 + θ3)

cosθ1cos(θ2 + θ3)

sin(θ2 + θ3)
0

   sinθ1sin(θ2 + θ3) −sinθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}

−cosθ1sin(θ2 + θ3) cosθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}

 cos(θ2 + θ3)   L1 + L2sinθ2 + L3sin(θ2 + θ3)
0                                      1                                    

) 

 

 

(1)-③ 

GE = (

0
0
0
1

) ：ΣEで表した点 Gの座標点 

G0 = (

x
y
z
1

) = TE
0 ∙ GE 

  = (

−sinθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}

cosθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}

L1 + L2sinθ2 + L3sin(θ2 + θ3)
1

) 

(
x
y
z
) = (

−sinθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}

cosθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}

L1 + L2sinθ2 + L3sin(θ2 + θ3)
) ：Σ0で表した点 Gの座標点････････････(17) 
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(1)-④  

座標系(x1, y1, z1 )を回転してできた座標系(x2, y2, z2 )は次のように表されます。 

(e⃗ X2 , e⃗ y2 , e⃗ z2) = (e⃗ X1 , e⃗ y1 , e⃗ z1) ∙ D2
1 ：座標系の回転 

これに式(1)の(e⃗ X1 , e⃗ y1 , e⃗ z1)を代入すると、 

(e⃗ X2 , e⃗ y2 , e⃗ z2) = (e⃗ X0 , e⃗ y0 , e⃗ z0) ∙ D1
0 ∙ D2

1 

= (e⃗ X0 , e⃗ y0 , e⃗ z0) ∙ D2
0 ：座標系の回転 

D2
0 = D1

0 ∙ D2
1 ：座標系(x0, y0, z0 )から(x2, y2, z2 )への回転行列 

 

この回転を次の座標系にも適用すると、 

(e⃗ X3 , e⃗ y3 , e⃗ z3) = (e⃗ X2 , e⃗ y2 , e⃗ z2) ∙ D3
2 = (e⃗ X0 , e⃗ y0 , e⃗ z0) ∙ D1

0 ∙ D2
1 ∙ D3

2 

(e⃗ x, e⃗ y, e⃗ z) = (e⃗ X0 , e⃗ y0 , e⃗ z0) ∙ D1
0 ∙ D2

1 ∙ DE
2 = (e⃗ X0 , e⃗ y0 , e⃗ z0) ∙ DE

0  

(e⃗ X0 , e⃗ y0 , e⃗ z0)
T
∙ (e⃗ x, e⃗ y, e⃗ z) = DE

0  

(

e⃗ X0 ∙ e⃗ x e⃗ X0 ∙ e⃗ y e⃗ X0 ∙ e⃗ z

e⃗ y0 ∙ e⃗ x e⃗ y0 ∙ e⃗ y e⃗ y0 ∙ e⃗ z

e⃗ z0 ∙ e⃗ x e⃗ z0 ∙ e⃗ y e⃗ z0 ∙ e⃗ z

) = DE
0･･････････････････････････････････････････････････(18) 

上記左辺の行列は 1 列目がΣ0 座標系(x0, y0, z0 )から見たΣE 座標系(x, y, z)のx軸単位ベクト

ルe⃗ xを、同様に 2列目がy軸単位ベクトルe⃗ yを、3列目がz軸単位ベクトルe⃗ zを表します。 

(e⃗ x
0, e⃗ y

0, e⃗ z
0) = DE

0･･･････････････････････････････････････････････････････････････････(19) 

 

DE
0 = D1

0 ∙ D2
1 ∙ DE

2  

  = (
cosθ1 −sinθ1 0
sinθ1 cosθ1 0
0 0 1

) ∙ (
1 0 0
0 cosθ2 −sinθ2
0 sinθ2 cosθ2

) ∙ (
1 0 0
0 cosθ3 −sinθ3
0 sinθ3 cosθ3

) 

  = (
cosθ1 −sinθ1 0
sinθ1 cosθ1 0
0 0 1

) ∙ (

1 0 0
0 cos(θ2 + θ3) −sin(θ2 + θ3)

0 sin(θ2 + θ3) cos(θ2 + θ3)
) 

  = (

cosθ1 −sinθ1cos(θ2 + θ3) sinθ1sin(θ2 + θ3)

sinθ1 cosθ1cos(θ2 + θ3) −cosθ1sin(θ2 + θ3)

0 sin(θ2 + θ3) cos(θ2 + θ3)
)･･････････････････････････(20) 

 

よって、Σ0から見たΣEの各軸方向単位ベクトルは次のように表されます。 

e⃗ x
0 = (

cosθ1
sinθ1
0

)･･････････････････････････････････････････････････････････････････････(21) 

e⃗ y
0 = (

−sinθ1cos(θ2 + θ3)

cosθ1cos(θ2 + θ3)

sin(θ2 + θ3)
)････････････････････････････････････････････････････････(22) 

e⃗ z
0 = (

sinθ1sin(θ2 + θ3)

−cosθ1sin(θ2 + θ3)

cos(θ2 + θ3)
)････････････････････････････････････････････････････････(23) 

 

 

 



6 

 

 

(2) 

G0 = (

x0
y0
z0
1

) = (

−sinθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}

cosθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}

L1 + L2sinθ2 + L3sin(θ2 + θ3)
1

) 

(

x0
y0
z0
) = (

−sinθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}

cosθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}

L1 + L2sinθ2 + L3sin(θ2 + θ3)
) ：エンドエフェクタの位置ベクトル（式(17)） 

 

上記位置ベクトルとなる角度は、以下のように求められます。 

θ1 = tan−1 (
−x0

y0
) ：第 1関節の回転角･･･････････････････････････････････････････････(24) 

 

cosθ1 = 0の場合、 
−x0
sinθ1

= L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3) 

z0 − L1 = L2sinθ2 + L3sin(θ2 + θ3) 

右辺第 1項を左辺に移行して、 
−x0
sinθ1

− L2cosθ2 = L3cos(θ2 + θ3) 

(z0 − L1) − L2sinθ2 = L3sin(θ2 + θ3) 

両辺を 2乗して、 

(
−x0
sinθ1

)
2

− 2(
−x0
sinθ1

) L2cosθ2 + L2
2cos2θ2 = L3

2cos2(θ2 + θ3) 

(z0 − L1)
2 − 2(z0 − L1)L2sinθ2 + L2

2sin2θ2 = L3
2sin2(θ2 + θ3) 

両辺をそれぞれ加算して、 

(
−x0
sinθ1

)
2

− 2(
−x0
sinθ1

) L2cosθ2 + (z0 − L1)
2 − 2(z0 − L1)L2sinθ2 + L2

2 = L3
2 

(
−x0
sinθ1

) cosθ2 + (z0 − L1)sinθ2 =
1

2L2
{(
−x0
sinθ1

)
2

+ L2
2 − L3

2 + (z0 − L1)
2} 

左辺は三角関数の合成公式を用いて、 

√(
x0
sinθ1

)
2

+ (z0 − L1)2cos(θ2 − β) =
1

2L2
{(

x0
sinθ1

)
2

+ L2
2 − L3

2 + (z0 − L1)
2} 

β = tan−1(
(z0 − L1)
−x0
sinθ1

) = tan−1 (
sinθ1(z0 − L1)

−x0
) 

これをθ2について解くと、 

θ2 − β = cos−1

{
 

 1
2L2

{(
x0
sinθ1

)
2

+ L2
2 − L3

2 + (z0 − L1)
2}

√(
x0
sinθ1

)
2

+ (z0 − L1)2 }
 

 

 

θ2 = cos
−1 {

x0
2+sin2θ1{L2

2−L3
2+(z0−L1)

2}

2L2sinθ1√x0
2+sin2θ1(z0−L1)

2
} + tan−1 (

sinθ1(z0−L1)

−x0
)････････････(25) 

 

θ2が求まったら下記より、 
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−x0
sinθ1

− L2cosθ2 = L3cos(θ2 + θ3) 

z0 − L1 − L2sinθ2 = L3sin(θ2 + θ3) 

θ3 = tan
−1 (

z0−L1−L2sinθ2
−x0
sinθ1

−L2cosθ2
) − θ2･･････････････････････････････････････････････････(26) 

 

sinθ1 = 0の場合、 
y0

cosθ1
= L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3) 

z0 − L1 = L2sinθ2 + L3sin(θ2 + θ3) 

以下、同様に、 

√(
y0

cosθ1
)
2

+ (z0 − L1)2cos(θ2 − β) =
1

2L2
{(

y0
cosθ1

)
2

+ L2
2 − L3

2 + (z0 − L1)
2} 

β = tan−1 (
cosθ1(z0 − L1)

y0
) 

θ2 = cos
−1 {

y0
2+cos2θ1{L2

2−L3
2+(z0−L1)

2}

2L2cosθ1√y0
2+cos2θ1(z0−L1)

2
} + tan−1 (

cosθ1(z0−L1)

y0
)････････････(27) 

 

θ2が求まったら下記より、 
y0

cosθ1
− L2cosθ2 = L3cos(θ2 + θ3) 

z0 − L1 − L2sinθ2 = L3sin(θ2 + θ3) 

θ3 = tan
−1 (

z0−L1−L2sinθ2
y0

cosθ1
−L2cosθ2

) − θ2･････････････････････････････････････････････(28) 

 

(3)  

(

x0
y0
z0
) = (

−sinθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}

cosθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}

L1 + L2sinθ2 + L3sin(θ2 + θ3)
) ：エンドエフェクタの位置ベクトル（式(17)） 

位置の式が 3個、変数（角度）が 3個なので、ヤコビ行列は 3×3の大きさとなります。 

𝐉 =

(

 
 

∂x0

∂θ1

∂x0

∂θ2

∂x0

∂θ3
∂y0

∂θ1

∂y0

∂θ2

∂y0

∂θ3
∂z0

∂θ1

∂z0

∂θ2

∂z0

∂θ3)

 
 
 ：ヤコビ行列･･･････････････････････････････････････････････(28) 

= (

−cosθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)} −sinθ1{−L2sinθ2 − L3sin(θ2 + θ3)} −sinθ1{L2cosθ2 − L3sin(θ2 + θ3)}

−sinθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)} cosθ1{−L2sinθ2 − L3sin(θ2 + θ3)} cosθ1{L2cosθ2 − L3sin(θ2 + θ3)}

0 L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3) L2sinθ2 + L3cos(θ2 + θ3)
)  

 

𝐅 = (

fx
fy
fz

) ：エンドエフェクタが必要とする力 
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𝐍 = (

τ1
τ2
τ3
) = 𝐉T ∙ 𝐅 ：各関節で必要なトルク 

= (

−cosθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}fx − sinθ1{L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}fy
−sinθ1{−L2sinθ2 − L3sin(θ2 + θ3)}fx + cosθ1{−L2sinθ2 − L3sin(θ2 + θ3)}fy + {L2cosθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}fz
−sinθ1{L2cosθ2 − L3sin(θ2 + θ3)}fx + cosθ1{L2cosθ2 − L3sin(θ2 + θ3)}fy + {L2sinθ2 + L3cos(θ2 + θ3)}fz

) 

 


