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質問内容 
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同次変換行列 

 

2次元座標系において、原点まわりの回転変換は次のように表されます。 

(
x1

y1
) = (

cosθ −sinθ
sinθ cosθ

) ∙ (
x0

y0
)･･･････････････････････････････････････････････････････① 

 

回転変換したのち平行移動する演算は次のように表されます。 

(
x1

y1
) = (

cosθ −sinθ
sinθ cosθ

) ∙ (
x0

y0
) + (

dx

dy
)･･･････････････････････････････････････････････② 

 

これを一つの行列で表したのが同次変換行列で、平行移動の演算が行えるように 3 次元に

拡張します。 

(
x1

y1

1
) = (

cosθ −sinθ dx

sinθ cosθ dy

0 0 1

) ∙ (
x0

y0

1
)････････････････････････････････････････････････③ 

 

同次変換行列の要素を変えればいろいろな変換ができるので、これを次のように表します。 

(
x1

y1

1
) = D1 ∙ (

x0

y0

1
)･･････････････････････････････････････････････････････････････････④ 

 

上記で変換された座標点にさらに別の同次変換行列で変換操作を加えると、 

(
x2

y2

1
) = D2 ∙ (

x1

y1

1
) = D2 ∙ D1 ∙ (

x0

y0

1
)･･････････････････････････････････････････････････⑤ 

 

これを拡張して、次々と変換操作を加える演算は次のように表されます。 

(
xn

yn

1
) = Dn ∙∙∙∙∙ D2 ∙ D1 ∙ (

x0

y0

1
)･･･････････････････････････････････････････････････････⑥ 

 

このように、 変換操作の順に右から左に同次変換行列が並びます。 

 

 

(0) 単一変換操作の同次変換行列 

平行移動のみを行う同次変換行列は、上記③式において回転角ゼロ（θ=0）として次のよう

に表されます。 

T = (
1 0 dx

0 1 dy

0 0 1

) ：平行移動の同次変換行列･･････････････････････････････････････⑦ 

また回転のみを行う同次変換行列は、上記③式において平行移動量をゼロとして次のように

表されます。 

R = (
cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1
) ：回転変換の同次変換行列･･･････････････････････････････⑧ 
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(1) 平行移動と回転変換 

平行移動したのち回転変換する同次変換行列は次のようになります。 

DRT = R ∙ T = (
cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1
) ∙ (

1 0 dx

0 1 dy

0 0 1

) 

= (

cosθ −sinθ dxcosθ − dysinθ

sinθ cosθ dxsinθ + dycosθ

0 0 1

)･･････････････････････････････････⑨ 

これは②式と同様に表すと次のようになり、平行移動量が回転変換されています。 

(
x1

y1
) = (

cosθ −sinθ
sinθ cosθ

) ∙ (
x0 + dx

y0 + dy
) 

= (
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

) ∙ (
x0

y0
) + (

cosθ −sinθ
sinθ cosθ

) ∙ (
dx

dy
) 

= (
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

) ∙ (
x0

y0
) + (

dxcosθ − dysinθ

dxsinθ + dycosθ
)･･････････････････････････････････⑩ 

回転変換したのち平行移動する同次変換行列は次のようになります。 

DTR = T ∙ R = (
1 0 dx

0 1 dy

0 0 1

) ∙ (
cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1
) = (

cosθ −sinθ dx

sinθ cosθ dy

0 0 1

)･････････････⑪ 

 

同次変換行列に具体的な数値を代入して変換操作の順序が異なるときの様子を比較しま

す。 

回転角θ＝45°、sin45°＝0.7、cos45°＝0.7 

平行移動量 dx＝3、dy＝2 

座標点 x0＝1，ｙ0＝0 

(
x1

y1

1
) = (

cosθ −sinθ dxcosθ − dysinθ

sinθ cosθ dxsinθ + dycosθ

0 0 1

) ∙ (
x0

y0

1
) 

= (
0.7 −0.7 0.7
0.7 0.7 3.5
0 0 1

) ∙ (
1
0
1

) = (
1.4
4.2
1

) ：平行移動したのち回転変換 

(
x1

y1

1
) = (

cosθ −sinθ dx

sinθ cosθ dy

0 0 1

) ∙ (
x0

y0

1
) 

= (
0.7 −0.7 3
0.7 0.7 2
0 0 1

) ∙ (
1
0
1

) = (
3.7
2.7
1

) ：回転変換したのち平行移動 

 

 

(2) 任意の座標点まわりの回転変換 

座標点(p,q)まわりにθ回転する操作は次のように求められます。 

最初に座標点(p,q)を原点(0,0)に移動させるため(-p,-q)だけ平行移動します。次に原点まわり

に角度θの回転変換を行った後、原点(0,0)を(p,q)だけ平行移動して戻します。 
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T = (
1 0 −p
0 1 −q
0 0 1

) ：最初の平行移動 

R = (
cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1
) ：2番目の回転変換 

T′ = (
1 0 p
0 1 q
0 0 1

) ：最後の平行移動 

 

次のデータを用いて変換過程を示します。 

回転角θ＝45°、sin45°＝0.7、cos45°＝0.7 

平行移動量 p＝4、q＝3 

座標点 x0＝1，ｙ0＝1 

(
x1

y1

1
) = T′ ∙ R ∙ T ∙ (

x0

y0

1
) 

= (
1 0 p
0 1 q
0 0 1

) ∙ (
cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1
) ∙ (

1 0 −p
0 1 −q
0 0 1

) ∙ (
x0

y0

1
) 

= (
cosθ −sinθ p
sinθ cosθ q

0 0 1

) ∙ (
1 0 −p
0 1 −q
0 0 1

) ∙ (
x0

y0

1
) 

= (
cosθ −sinθ −pcosθ + qsinθ + p
sinθ cosθ −psinθ − qcosθ + q

0 0 1

) ∙ (
x0

y0

1
) 

= (
x0cosθ − y0sinθ − pcosθ + qsinθ + p
x0sinθ + y0cosθ − psinθ − qcosθ + q

1

) 

= (
0.7 − 0.7 − 2.8 + 2.1 + 4
0.7 + 0.7 − 2.8 − 2.1 + 3

1
) = (

3.3
−0.5

1
) 

 

同次変換行列において、逆変換操作の関係にある行列は次のように表されます。 

T = (
1 0 dx

0 1 dy

0 0 1

) ：平行移動(dx,dy) 

T′ = T−1 = (
1 0 dx

0 1 dy

0 0 1

)

−1

= (
1 0 −dx

0 1 −dy

0 0 1

) ：逆方向平行移動(-dx,-dy) 

R = (
cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1
) ：回転（θ） 

R′ = R−1 = RT = (
cosθ −sinθ 0
sinθ cosθ 0

0 0 1
)

T

= (
cosθ sinθ 0

−sinθ cosθ 0
0 0 1

) ：逆回転（-θ） 

上付き”-1”は逆行列を、上付き”T”は転置行列を表す。 


